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Numerical Simulation of Diffusion Processes with conservative difference schemes of non-negative

type

After analyzing the general linear equation of diffusion (of a substance or of energy) with
source term and given influx across the boundary we describe a method for constructing explicit
and implicit conservative difference schemes which also preserve nonnegativity. We call a scheme
“conservative” if via a convenient sum-analogue it does exactly imitate the conservation of a
substance or energy. We concretize this method for the spatially two-dimensional heat equation
in a rectangle with given influx. We also present a conservative implicit scheme with alternating

directions.

§ 1. Einleitung

Bei der numerischen Simulation von Evolutions-
prozessen durch Diskretisierung ist es wiinschens-
wert und niitzlich, wichtige ihrer Eigenschaften
moglichst gut zu imitieren. Solche Eigenschaften
sind beispielsweise Integralinvarianten (zeitunab-
hangige Integrale iiber den Ortsbereich), Erhaltung
der Nichtnegativitat, Ausgleichsvorginge (Ein-
ebnung lokaler Extrema bei der Diffusion, auch
,, Variationsverminderung‘‘ genannt), asymptoti-
sches Verhalten. Die beste Imitation einer solchen
Eigenschaft ist ihr exakter Nachvollzug. Differen-
zenschemata, welche dieser Absicht méglichst guter
oder sogar exakter Imitation nachkommen, haben
eine hohe Chance, numerisch stabil zu sein. Der
rechnende Physiker weill das aus Erfahrung, dem
Mathematiker gelingt manchmal der Beweis dafiir.

Zur diskreten Imitation von Integralinvarianten
sind in den letzten Jahren Pradiktor-Korrektor-
Verfahren vorgeschlagen und in Testrechnungen auf
ihre Brauchbarkeit untersucht worden (Sasaki [1],
Isaacson [2], Navon [3]).

Thre Grundidee ist, beim Ubergang von einem
Zeitniveau zum néchsten ein ohne Beachtung der
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Integralinvarianten entworfenes Differenzenschema
zu verwenden und dann die fiir das neue Zeitniveau
berechneten Werte so zu korrigieren, daf3 ein Sum-
menanalogon der Integralinvariante erfiillt ist; ein
MaB der Korrektur (vorzugsweise eine gewichtete
Quadratsumme) soll hierbei méglichst klein aus-
fallen).

Im Falle von Diffusionsprozessen leuchtet die sta-
bilisierende Wirkung der Nichtnegativitatserhaltung
(und damit verbunden der Einebnungseigenschaf-
ten) unmittelbar ein; sie ist bei parabolischen Mo-
dellproblemen in vielen Lehrbiichern (z.B. [4]) fiirs
explizite Zweischichtschema auch bewiesen. Sogar
notwendig ist sie beim expliziten Standardschema
fiir die Gleichung u;=wuz;, wenn man bei Gitter-
verfeinerung Konstanz von At/(4x)2 fordert. Beim
Crank-Nicolson-Schema ist sie zwar fiir Stabilitat
nicht mehr notwendig, aber doch bei Vorliegen
rauher Daten sehr niitzlich, da bei ihrem Nicht-
erfiilltsein die Ausgleichseigenschaften des Schemas
oft nicht gut genug sind. Beim voll-impliziten
Schema ist die Nichtnegativitatserhaltung unter
sehr allgemeinen Voraussetzungen automatisch er-
fillt. Man vgl. etwa [5] und [6].

Wir beschaftigen uns in dieser Arbeit hauptséch-
lich mit der rdumlich zweidimensionalen linearen
Diffusionsgleichung u; = a(uzz + uyy) in einem
Rechteck mit reflektierendem Rand oder gegebenen
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Zufliissen iiber den Rand und geben explizite und
implizite Schemata der Standardklasse an, die so-
wohl nichtnegativititserhaltend als auch konservativ
sind. Ein Differenzenschema nennen wir , konser-
vativ‘‘, wenn es die Erhaltungseigenschaft fiir Sub-
stanz (bzw. Energie) in einem Substanz- (bzw.
Energie-)Diffusionsprozel in Gestalt eines Summen-
analogons exakt imitiert. Speziellen Wert legen wir
hierbei auf Ersetzung der impliziten Verfahren
durch lokal-eindimensionale Schemata (alternieren-
de Richtungen) zur Verringerung des Rechenauf-
wandes. Wegen expliziter Schemata dieser Art fiir
raumlich mehrdimensionale allgemeinere Diffusions-
gleichungen vgl. man [7], explizite und implizite
Schemata fiir raumlich eindimensionale Diffusions-
probleme werden in [6] analysiert.

Die Niitzlichkeit solcher Schemata fiir Diffusions-
probleme ohne Quellen und Zufluf wird ausfiihrlich
diskutiert in den sehr anregenden Arbeiten [8] und
[9] von Pert, der griindlich die Einebnung von Ex-
tremwerten analysiert und auch auf nichtkartesi-
sche Koordinatensysteme eingeht. Glashoff und
Kreth untersuchen in [10] fiir eindimensionale Dif-
fusionsprobleme die Frage der Variationsverminde-
rung im Sinne der zeitlichen Abnahme der Anzahl
der rdumlichen Nullstellen der Losung.

Wir wollen hier die Herleitung und Wirkungs-
weise unserer Schemata darstellen, aber an manchen
Stellen auf strenge Beweise verzichten. Fiir diese
verweisen wir auf [6]; dort wird zwar nur der rdum-
lich eindimensionale Fall behandelt, die Beweise
sind aber verallgemeinerbar. Um nicht die wesent-
lichen Ideen hinter mathematischer Abstraktheit zu
verstecken, wollen wir hier nicht alles so allgemein
formulieren, wie es moglich wire. Wir stellen in § 2
die Analyse eines allgemeinen linearen Modellpro-
blems vor und in § 3 unsere Diskretisierungsprin-
zipien, die wir in §4 auf die zweidimensionale
Wairmeleitungsgleichung anwenden und in § 5 modi-
fizieren fiir die Methode der alternierenden Rich-
tungen. In § 6 geben wir Ergebnisse einer numeri-
schen Fallstudie.

§ 2. Das Modellproblem allgemein

Sei GcR? (= p-dimensionaler euklidischer Raum)
ein Gebiet mit geniigend gutartigem Rand 0G (min-
destens stiickweise glatt: der GauBsche Integralsatz
soll anwendbar sein). Fiir eine gesuchte reelle Funk-
tion wu(x,t) mit x = (1,2, *,2p) EGUOG, t =0
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betrachten wir die Anfangs- Randwert- Aufgabe ((2.1),
(2.2), (2.3)):

y(x) Ou/0t = div (Bu) + f(x, t)

fir 2eGUOG, (2.1)
u(z,0) = g(x) fir ze@
(Anfangsbedingung) , (2.2)
Bu(x,t) v =y, t) fir xz€0G, t=0

(Rand-ZufluB-Bedingung) . (2.3)

Es sei y(2) >0, und alle auftretenden Funktionen
seien so gutartig (mindestens stetig) wie jeweils be-
nétigt.

Mit einer symmetrischen (ajx = ay;) positiv-defi-
niten Matrix

Ay=(anl@)|j=1 ... 0; k=1,...,9)
und einem Spaltenvektor
b(z) = (b1(2), ..., bp(2))T

ist hierbei der auf » wirkende Operator B alternativ
gegeben als

2.4
Bu = (div (a1 (z)u), ..., div(ap (@) u))T + b(x)u
mit
a;(v) = (aj1(2), aj2(), ..., ajp(x))T
oder

Bu = A (x)grad u . (2.4")

Hierbei sind div und grad die iiblichen beziiglich
der Ortsvariablen x wirkenden Operationen der
Vektoranalysis, und v =v (z) bezeichnet den dufe-
ren Normaleinheitsvektor fiir z € 0G.

Die Differentialgleichung (2.1) lautet dann alter-
nativ

P P
7(1) a[ :7.; kgl axj Y., (djk (x) u)
0
+Zp a—(bf(x)u) + fla,t)  (2.1)
j=1 U3
oder 2.1”)
ou 20 Qu
v@ o :j; gl ™ (“ﬂc (%) E) + f(=,1).

Diese Gleichungen dienen zur Beschreibung von
Prozessen der Diffusion von Energie oder Substanz;
etwa mit u (z, t) als Temperatur, y (z) als spezifischer
Wirme, w(x, t) = y () u(z, t) als Energiedichte oder
im Sonderfall y(z) =1 mit u(z,t) auch als Sub-
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stanzdichte. Die Matrix A () miBt die Stirke der
(i.allg. anisotropen und ortsabhéngigen) Diffusion,
und — b (z) gibt die Stiarke der Konvektion (,,Drift<),
f(z, t) ist ein Quellterm, (Bu) - v die Zuflufrate tiber
den Rand 0G.

Die gesamte Energie oder im Sonderfall y = 1 auch
Substanz innerhalb G zur Zeit ¢ ist

E(t) = [y(@)u(z,t)dx. (2.5)
¢

Differentiation nach ¢ (rechts hinterm Integralzei-

chen) bei Beachtung von (2.1) mit dem GauBschen

Integralsatz gibt

Lol = jBu(x, t)-vdo + ff(x, t)dx (2.6)
dt o ¢

mit v = v(z) als nach aullen gerichteter Einheits-
normale auf 0G und do als Oberflichenelement. Es

folgt
(2.7)

i
- I(Mx, V)de + [y, t’)da) av
G

mit
E(0) =C{y(x)g(x) da.

Im Sonderfall f(x, t) =0 und y(x, t) =0 (,,reflektie-
rende Wand‘ 0G) ist

E(t)=E(0) fir alle t=0, (2.8)

die Gesamtenergie (bzw. Gesamtsubstanz). (2.5) ist
dann eine Integralinvariante. Im allgemeinen in-
homogenen Fall ist £ (t) nach (2.7) explizit angebbar
ohne vorherige Bestimmung der Losung u(z, t) der
Anfangsrandwertaufgabe.

Eine weitere wesentliche Eigenschaft des dar-
gestellten Diffusionsprozesses ist die Nagumo- West-
phal-Eigenschaft der Nichtnegativitits-Erhaltung (die
Theorie hierzu findet man in sehr allgemeiner Form
bei Walter [11]): Ist uberall und immer g =0, f =0,
=0, so auch uberall und immer u = 0. Das leuchtet
physikalisch ein, nirgends und nimmer entsteht von
selber eine negative Dichte. Diese Eigenschaft hat
weitere qualitative Eigenschaften zur Folge wie
etwa die bekannten Maximum- und Minimumprin-
zipien und die Einebnungseigenschaften, die wir
hier nicht eingehend auseinandersetzen wollen (man
vgl. etwa Pert [9]).

§ 3. Diskretisierungsprinzipien

Um allzu haufige verbale Fallunterscheidungen
zu vermeiden, sprechen wir im folgenden von
Energie-Diffusion mit dem stillschweigenden Ver-
stdndnis, da es sich im Sonderfall y(x) =1 auch
um Substanzdiffusion handeln kann. Wir teilen das
Gebiet G in Zellen Z; ein, wobei der Index j iiber
eine endliche Indexmenge J variiert. Ist h>0 die
typische lineare Abmessung einer Zelle (Kanten-
lainge im Falle einer Wiirfeleinteilung), so ist
vj ~ h?, wenn wir mit v; das Volumen der Zelle Z;
bezeichnen. Die Zeitvariable ¢ diskretisieren wir mit
tn, = nt mit dem Schritt 7> 0 und

ne{0}UN={0,1,2,...}.

Die gesamte Energie zum Zeitpunkt ¢, denken wir
uns in Klumpen e; , = vjwj, , aufgeteilt, hierbei
sitze der Klumpen e;, , im Zeitpunkt £, in der
Zelle Z;. Da im kontinuierlichen Fall die Energie-
dichte w(x,t) = y(x) u(z, t) ist, lautet unser Ap-
proximationswunsch so:

ej,nlv; & w (2(j), tn)

oder auch

¢, n/(V 1) ~ u(z), tn)
oder auch in Integralform e; , ~ J'w (, tn) d.

Hierbei ist y;=y(zy) und z Jein jeweils aus-
gezeichneter Punkt (im Idealfall der Mittelpunkt)
der Zelle Z;. Sei ¢j, n die in Zelle Z; im Zeitintervall
tn<<t <tp+1 durch die Quelldichte f entstehende
und im Falle einer randbenachbarten Zelle zusitz-
lich gemaB der ZufluBrate y von auBlen zuflieBende
Energie, also

tn+1
@rn= [ [ t)dzdi+ gj,x

(3.1)
tn Zj
mit
0j,n =0, falls 0Z; N 0@ leer ist,
andernfalls
tn+1
oin= | [ p@t)dods.

tn 0Z;N0G

Ein diskretes Diffusionsmodell mit stets exakter
Bilanz der Gesamtenergie hat dann die Gestalt

i, 0 :ny(x)g(z) dz fir jed, (3.2)
3
€, n+1 =kezJij €k, n —l—k;]%k Pk, n (3-3)

fir jeJ, n+1eN,
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mit den Umverteilungsraten p;x, gz, die den Be-
dingungen (K) der Konservativitit und (NNE) der
Nichtnegativititserhaltung geniigen :

(K) ijkZI, Zq]'k'——-l fiir alle ked,

jeJ jedJ
(NNE) alle pjx =0,

Bei der Diskretisierung konkreter Anfangsrand-
wertaufgaben mull man natiirlich zusatzlich auf das
Erfiilltsein iiblicher Konsistenzbedingungen achten,
so daB bei Verfeinerung der Zellenzerlegung die Dis-
kretisierung allméhlich in die Differentialgleichung
mit Rand- und Anfangsbedingungen iibergeht.

Es ist zweckmiaBig, Spaltenvektoren é, und @,
mit den Komponenten ¢; », @j », j€J, in R’ ein-
zufiihren und die Umverteilungsraten p;, x und g;, %,
j, keJ, zu Matrizen P und @ zusammenzufassen.
Die Umverteilungsvorschrift (3.3) lautet dann

bni1=Pén+ Qon (3.3
und die Bedingungen (K) und (NNE) gehen iiber in

alle qik 2 0.

(K') nP=mn, nQ=n,
(NNE") P =0, QR=0.
Hierin ist = (1,1, ..., 1) ein Zeilenvektor mit lau-

ter Einsen, eine Eins fiir jedes Element der Index-
menge J, und die Zeichen ,,=* in (NNE’) sind (im
Sinne von Varga [12]) gemall (NNE) elementeweise
zu verstehen. (K’) und (NNE’) bedeuten, dal die
transponierten Matrizen P und @ stochastisch sein
sollen.

Wir wollen statt (3.2) eine etwas flexiblere An-
fangsbedingung

e0=[y@)g@)de+ ¢,0 fir jeJ (3.2%
Zs

zulassen, da man manchmal lieber mit

¢j,0 = Y5095 = v 7 () 9 ()
rechnet (die Konsistenzuntersuchung gestaltet sich
dann einfacher). Wenn ¢ geniigend glatt ist, so ist
dann e; 0/(y;v5) — g(x;) =0 (h%). Im Falle (3.2)
sind dann alle g, o= 0. Die ¢; ¢ fassen wir in einem
Spaltenvektor ¢ zusammen. Addition der Energie-
klumpen ¢;, 5, zum Zeitpunkt ¢, ergibt die diskreti-
sierte Energie
En=> ¢j,n=mné, firale neNy, (34)
jeJ
und nach Erinnerung an die Definition der Energie
E (t) in (2.5) und ihre Darstellung (2.7) als Integral
kénnen wir einen Satz aussprechen.
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Satz 3.1. Unter der Bedingung (K') der Konserva-
tivitdt ist
En=E(ty) +n% firalle neNy, (3.5)

der eventuell vorhandene Energie- Anfangs-Fehler 1&g
ist also persistent (von thm abgesehen wird die Gesami-
energie stets exakt bilanziert).

Beweis. Aus (3.2*) folgt Eo=E(0)+neo, und
fir alle n e Ng={0} UN ist wegen (K'), (3.1) und
(2.7)

Eni1— Bn=néni1— 18 =1(Pén+ Q@n) —1én
tns1
= gn=| (_ff(x, e + [ (2, 0) da) it
G (o[e]
= E(tn+1) — E(tn),

tn
also Bypi1 — Ey = E(tn+1) — E(tn) .
Durch (Teleskop-)Addition folgt hieraus

E,—Ey=E(,) — E(0) fir neNp,
also

En=E(tn) + Eo— E(0)
= E(tn) + 7 &o. O

Wir wollen jetzt die allgemeine Theorie konser-
vativer mnichtnegativititserhaltender Differenzensche-
mata der Standardklasse fiir die Anfangsrandwert-
aufgabe [(2.1), (2.2), (2.3)] des § 2 darstellen.

Mit dem Implizititsparameter 6 erklaren wir den
in bezug auf den Zeitindex wirkenden linearen
Interpolationsoperator:

Tozp = 02p11 +§3n-

Hierbei ist 0 <0 <1 und 6 =1 — 6.

Mit u;, » = €j, u/(vjy;) bezeichnen wir die zu be-
rechnenden Naherungswerte fiir (2, t,), und mit
Luj, y eine konsistente Diskretisierung von div (Bu)
mit geeigneter Beriicksichtigung der Randbedin-
gung fiir randbenachbarte Zellen (wie man das im
konkreten Fall macht, wird in §4 exemplarisch
vorgefiihrt).

Mit der Anfangsbedingung

uj0 =g(xq) fir jeJ (3.6)
(dies entspricht (3.2*)) hat man dann in

(1/7) y5(us, w1 — g, n) = Lo Ly, , + @1,2/(T¥)

ein Schema der Standardklasse (3.7)

(0 = 0: explizites Schema, 6 = 1: voll-
implizites Schema,

0 = %: Crank-Nicolson).
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Wir miissen nun den ortlichen Differenzenopera-
tor L so konstruieren, dal er moglichst gut konsi-
stent zur Anfangsrandwertaufgabe ist und anderer-
seits zu einem den Bedingungen (K’) und (NNE')
geniigenden Umpverteilungsschema (3.3") fithrt. Zu
diesem Zweck fiithren wir Diagonalmatrizen I" und
V ein gemaB

I' =diag(y;|jed), V =diag(vj|jed).

Diese sind invertierbar (alle y; >0, alle v; > 0) und
miteinander vertauschbar:

I'V=VvI, (I'V)l=V-1T-1=-1p-1

(alle diese Matrizen sind diagonal). Mit der typi-
schen linearen Zellenabmessung % sei

C=(1/h?)V (3.8)

die auf die GroBenordnung 1 skalierte Volumen-
matriz. Fassen wir die wu; , (fiir j€J) zu einem
Vektor i, zusammen, multiplizieren (3.7) mit v;
und ziehen aus dem Differenzenoperator L einen
Faktor 1/h2 heraus (div(B-) ist ja ein Differential-
operator der Ordnung 2), so bekommen wir mit der
auf die GroBenordnung 1 skalierten 6rtlichen Dis-
kretisierungsmatrix M aus (3.7) das Schema

1 . . 1 . 1w

— V(g1 — tin) = —IOVMun‘+‘—*(Pn,

T h2 T
wegen

Uy = (VI) e, =V-1I"1¢,
mit dem Schrittweitenparameter

u=(t/h?) >0

und der Skalierung (3.8) also fiir n € Ny

(3.9)

€n+1 — €n

=uCOMCIT1(0éns1 + 0én) + @n. (3.10)
Formale Auflésung nach €,41 gibt (3.3’) mit

Q=TI —ubCMCLI1)1,

_ (3.11)
P=QU+ubCMC1T),

wobei I die Einheitsmatrix bedeutet.

Da die skalierte Volumenmatrix durch die Geo-
metrie der Zellenzerlegung schon bestimmt ist, miis-
sen wir in konkreten Fallen die raumliche Diskreti-
sierungsmatrix so konstruieren, dafl P und @ die
gewiinschten Eigenschaften haben.

Fiir die Konservativitit geben wir eine algebraische
Bedingung an.

Satz 3.2. Wenn die Matriz I —pu6CMC-11"-1 in-
vertierbar ist, so ist die Bedingung

nCM =o (3.12)
notwendig und hinreichend dafiir, daf3 die Matrizen P
und Q in (3.11) die Eigenschaft (K') der Konservati-
vitdt haben. Hierbei ist 0= (0,0, ...,0) ein Null-
Zeilenvektor, fir jedes j € J eine Null.

Kommentar. (3.12) besagt, dal jede Spalte der
Matrix CM die Summe 0 hat. (K’) besagt, daBl jede
Spalte der Matrix P und jede Spalte der Matrix @
die Summe 1 hat.

Beweis des Satzes.

(a) fiir ,,hinreichend*“: Aus (3.12) folgt
NI —pubCMC1IY) =y, also =19,
und weiter
nP=nQ(I+ubCMC1IN) =7,

(b) fiir ,,notwendig*: Es gelte (K’). Aus
nQ@=mn folgt n=nI—pubCMC1I?),
also
(i) 6nCM =o,
und wegen 7@ =7 folgt aus P =7 dann
n(I+ubCMC1T-1) =y, also
(i) 6nCM =o.

Da 0 und 6 nicht beide gleiehzeifig verschwinden
kénnen, hat man also nCM =o. []

Fiir die Erfiilllung der Bedingung (NNE') ist An-
wendung der Theorie der nichtnegativen Matrizen
und der M-Matrizen zu empfehlen, die in den Bii-
chern von Collatz [13] und Varga [12] dargestellt
ist. In konkreten Fallen ergibt sich im Falle 6 <<1
eine Beschrankung fiir 4= 7/h2, keine Beschrin-
kung oder allenfalls x=0(1/h) im Falle 0=1.
Exemplarisch wird das in § 4 vorgefiihrt. Wir wer-
den dafiir folgenden Satz brauchen (man vgl. Col-
latz [13], Seite 297).

Satz 3.3. Hat die quadratische Matriz A = (a;r)
lauter nichtpositive Nichtdiagonalelemente (alle a;; <0
fiir j == k) und sind alle ihre Zeilen Summen Z air >0,

so exustiert thre Inverse A=1 und ist =0 (alle Ele-
mente der Inverse =0).
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§ 4. Diskretisierung der Wirmeleitungsgleichung

Im allgemeinen Modellproblem [(2.1), (2.2), (2.3)]
nehmen wir p =2 und bezeichnen die Ortsvariablen
mit z und y statt mit z; und x2. Wir nehmen

b=0,
und fiir @ U 0G ein Rechteck [0, z*] X [0, y*] mit

x* >0, y* > 0. Wir haben dann fiir u = u (2, y, t) die
Anfangsrandwertaufgabe (fiir ¢ > 0)

a = const >0, y=1,

ou 02y 02u
—= g ’ :t
o a(axz+ay2)+f(zy)
fir (2,y)e@U G, (4.1)
u(r,y,0) =g(z,y)
fir (x,y)eGU oG, (4.2)
ou
—aa—:"ﬂ(o,i’/,t)
x
fir =0, O<y<<y*, t>0,
aa—u=w(x*,y,t)
ox
fir z=2a%, 0<y<y*, t>0,
_aa_“zy(z,o,t) (4-3)
oy
fir O<a<a*, y=0, t>0,
a'a_u——_w(x7y*rt)
0y
fir O<a<a*, y=y*, t>0.

Zur Anwendung der in §3 entwickelten Theorie
nehmen wiran, z* und y* seien ganzzahlige Multipla
einer positiven Schrittweite h. Alternativ betrachten
wir zwei Typen moglicher Zerlegungen des Recht-
ecks [0, z*] X [0, y*] in Zellen Z; (geméfBl § 3). Der
Doppelindex j= (r, s) durchlaufe die Indexmenge

J={FF+1,...,r—1,7}

x {8,5+1,...,5 -
mit r—7e N, s—35€eN, und es sei
F=8= 4%, r=(%*h)—1},
= . (4.5")
s=(y*/h) —% bei Typ1,
Fe=ge=0, F=@*h), 5=0"H
/ 4.5")

bei Typ 2.

Die Punkte (z, y);=jh= (rh, sh) = (zr, ys) nennen
wir ,,Gitterpunkte’. Um jeden Gitterpunkt (z, y); als

Zentrum legen wir ein achsenparalleles Quadrat mit
der Seitenlinge # und nehmen als Z; den Durch-
schnitt dieses Quadrats mit der Menge G U 0G.

Fiir das skalierte Volumen ¢; = v;/h2 (man beachte
§3) gilt: ¢;=1 fiir alle Zellen bei Typ 1 und fiir
alle nicht randbenachbarten Zellen bei Typ 2.

Bei Typ 2 ist ¢;=1/4 fiir die vier eckenbenach-
barten Zellen und ¢;=1/2 fiir alle anderen rand-
benachbarten Zellen. Wir haben dann die Matrix
C =diag(cj|jeJ). Skizze 1 zeigt Typ 1, Skizze 2
Typ 2 der Zerlegung, beidemale mit x* = 4h,
y* = 3h. Die Zahlen ¢; sind in die Zellen eingetragen.

Ausgehend von der symmetrischen Diskretisie-
rung h2(ury1,s — 2ur, s + Ur-1,s) fiir 02u/0x2 und
analog fiir 02u/0y? (wir unterdriicken der besseren
Ubersichtlichkeit wegen hier den Zeitindex ) erhal-
ten wir fiir eine nicht randbenachbarte Zelle Z; die
Fiinf- Punkt-Diskretisierung

(CMd)j = a(ur,s-1 + Ur-1,s + Uri1,s

+ Ur, 541 — 4ur,s) .

(4.6)

Zur Konstruktion der in (3.10) auftretenden Ma-
trix C M gehen wir so vor. Die Reihenfolge der Zei-
len (zu jedem Doppelindex j € J gehort eine Zeile)
entspreche dem horizontalenweisen Durchlaufen der
Zellen Z;, links unten in G beginnend, rechts oben

A
4 1 1 1

X x x X
1 1 1 1

X X X X
1 1 1 1

x X x X

Fig. 1. Typ 1 der Zellenzerlegung.

[ 4

O TR UM VA (7

" |1 1 1 %
X x x X ¢

h |1 1 1 "

X x x x X

1‘. i 3 44 (w3 'lz 3. 'A’ x

> » - L

Fig. 2. Typ 2 der Zellenzerlegung.
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in @ aufhorend, also in der Reihenfolge

(7,8), (F+ 1,8), ..., (r,8), (7,5 + 1),
(F+1,84+1),...,(r,54+1),...(r —1,3), (7, 3).

Zur Erzielung von Konservativitdt (K') sollen alle
Spaltensummen der Matrix C M verschwinden. Wir
betrachten zunéchst eine beliebige weit im Inneren
liegende Zelle Z; =Z,, ; und dazu die Spalte mit dem
Index j. In ihr stehen wegen (4.6) fiinf Eintrage,
namlich —4a in der Zeile (r, s), und jeweils a in
den Zeilen (r,s—1), (r—1,s), (r+1,s), (r,s+1).
Wir haben wie gewiinscht die Summe 0.

Sobald wir uns aber einer der vier Randstrecken
des Rechtecks G U 0G nihern, fehlen Eintrage, da
dann nicht alle benétigten Fiinfpunktsterne ganz
im Rechteck liegen. Skizze 3 gibt einen Uberblick,
um welche Eintriage es dabei geht. Exemplarisch
betrachten wir die Spalten

n=(F35§+2), jo=(F35+1), js=I(F35).

Fiir einige Zeilen der Matrix C M ist in der Skizze
der jewilige Doppelindex j angegeben, analog fiir
die Spalten. Ein Kreischen ,,0¢ in der Diagonale
der Skizze bedeutet, daBl im jeweiligen Diagonal-
element von C' M nur der zu 02u/0x2 oder zu 02u/0y?2
gehorende Teil zu ergénzen ist, wihrend ein ,,4
angibt, daBl das ganze Element zu bestimmen ist.

Es ist ansonsten iiblich, sich durch Kombination
der diskretisierten Randbedingung und der diskreti-
sierten Differentialgleichung nach Elimination ex-

(
i s

J J J
¥ y 3

(r.3)>

(?|§'4H

N

F3)~>

(3.5~
Fig. 3. Das Inzidenzschema der Matrix CM.
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terner Werte u; die fehlenden Eintrage zu verschaf-
fen. Tut man dies, so ist aber je nach Art der Dis-
kretisierung die Konservativitatsbedingung even-
tuell nicht erfiillt. Nach Satz 3.2 kénnen wir es uns
leichter machen. Wir ergianzen einfach die fehlenden
Eintrage so, daB die entsprechenden Spaltensum-
men verschwinden.

Wir beschreiben die Konstruktion exemplarisch
fiir die Spalten j1, j2, j3 und empfehlen dem Leser,
einfachheitshalber zunéchst nur an Zerlegungstyp 1
zu denken, da fiir diesen alle ¢; =1 sind. Die Spalte
j1= (¥, 5+ 2) hat vier Eintrige, und zwar in den
Zeilen

(7,8 + 1),
(7, 5+ 3).

Der Reihe nach ist dies @, —2a+ o', @, @ bei Typ 1
bzw. a/2, —a+a', a, a/2 bei Typ 2. Wir sehen, daBl
wir mit o’ = —a am Ziel sind. Wir haben mit der
Einfiihrung der GroBe o bereits die zur Diskretisie-
rung von a(0%u/0x2) gehérenden Anteile von denen
getrennt, die zur Diskretisierung von a (02u/0y2) ge-
hoéren, da die zur y-Richtung gehorenden bereits die
Summe 0 haben. Die Niitzlichkeit dieser Trennung
sehen wir bei der Spalte js.

In der Spalte jo= (7, 5+ 1) sind nédmlich zwei
Elemente zu ergénzen. Auf den ersten Blick scheint
dies gar nicht eindeutig moglich zu sein, bei ge-
nauerem Hinsehen entdecken wir aber, daB im
Diagonalelement der z-Anteil fehlt, wihrend das
andere Element zur Diskretisierung in y-Richtung
gehort. In den Zeilen (7, §),

je=(F,84+1), F+1,5+1), (7,8+2)

haben wir der Reihe nach a1, —2a—+f, a, a bei
Typ 1 bzw. ag, —a+ B, a, a/2 bei Typ 2. Wir er-
ganzen a1 =a bei Typ 1, az=a/2 bei Typ 2 und
f = —a bei beiden Typen.

SchlieBlich betrachten wir die Spalte js= (7, ),
die zur linken unteren Zelle gehort. Hier ist das
Diagonalelement vollstindig zu ergdnzen, da zwei
Arme des Fiinf-Punkte-Sterns aus dem Rechteck
herausragen. AuBler in der Zeile j3 hat die Spalte j3
noch Eintrige in den Zeilen (741, §) und (r, §+ 1),
in beiden a bei Typ 1, a/2 bei Typ 2. Das fehlende
Diagonalelement an der Stelle (j3, j3) ist also —2a
bei Typ 1, —a bei Typ 2.

Ganz analog ergénzt man alle anderen fehlenden
Eintrage der Matrix C M und bekommt sc ein kon-
servatives Schema.

71:(fs'§+2)= (i+1>§+2)s
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Wir wollen nun noch eine Bedingung fiir Nichi-
negativititserhaltung (NNE') des Schemas herleiten.
Hinreichend fiir (NNE’) ist die Bedingung

Q=0, I+ubCMCII1=0 (4.7)

(man vgl. 3.11). Wegen y =1 ist I"=1I, und als hin-
reichende Bedingung haben wir

I—ubCMC-1 ist M-Matrix und
I+ubOMC120. (4.8)

Wir benutzen Satz 3.3. Alle Nichtdiagonal-
elemente der Matrix I — uf CM C-1 sind 0 oder ein
negatives Vielfaches von a, also <0, und genaue
Inspektion der Matrix CM lehrt, da} sie symme-
trisch ist. Also verschwinden auch alle ihre Zeilen-
summen, ebenso die von CM C-1, und alle Zeilen-
summen der Matrix I — x 6 CM C-1 haben den posi-
tiven Wert 1. Diese ist also eine M-Matrix.

Alle Nichtdiagonalelemente der Matrix

I+ ubCMCO-1

sind offensichtlich nichtnegativ. Thre Diagonalele-
mente sind bei Typ 1 wegen C' = I fiir die inneren
Zellen 1 —4 ,uaa, fiir die Eckzellen 1 —2 yga, fiir
die iibrigen Randzellen 1 —3 ‘uaa. Also ist

I+ ub0MC-1=0,
wenn

4pfa <1 (4.9)

ist. Bei Typ 2 findet man, daf alle Diagonal-
elemente der Matrix CM C-1 den Wert —4a haben,
also ist (4.9) auch bei Typ 2 fiir Nichtnegativitit
der Matrix I+ u6CM C-1 hinreichend.

Ergebnis: U ater der Bedingung (4.9) hat das Sche-
ma die Eigenschaft (NNE') der Nichtnegativitits-
erhaltung.

Bemerkungen. (A) Besonders einfach zu be-
handeln ist der Periodizititsfall des Diffusionspro-
blems (alles periodisch in z mit Periode z*, in y
mit Periode y*). Dann hat man Diffusion auf einem
Torus, somit keine Randbedingungen. Uberall wird
wie iiblich mit dem Fiinf-Punkte-Stern diskretisiert,
die ¢; haben alle den Wert 1, man braucht nicht
zwischen Typ 1 und Typ 2 zu unterscheiden, die
Matrizen sind dann allerdings zirkulant.

(B) Die Rechnung mit dem Schema (ein Zeit-
schritt nach dem anderen) kann man wahlweise mit
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(3.10) oder (3.7) durchfiihren, indem man bei jedem
Zeitschritt jeweils den neuen Vektor é,4; oder iy
ausrechnet.

(C) Das Schema hat die Genauigkeitsordnung
h2+ 7 bei Typ 1 iiberall, bei Typ 2 auBer in den
Eckzellen, wo es die Ordnung % + 7 hat. Im Sonder-
fall 6 = 1/2 kann man hier 7 durch 72 ersetzen. Man
findet dies durch (miithsame) Taylor-Entwicklung
des Diskretisierungsfehlers. Numerisch scheint sich
aber nach unseren Beispielrechnungen die geringere
Konsistenzordnung auflerhalb der Eckzellen nicht
auszuwirken.

(D) Im Falle 6 > 0 (speziell im besonders schénen
voll-impliziten Fall 6 =1, bei dem (4.9) immer er-
fiillt ist) empfiehlt sich Auflésung des bei jedem
Zeitschritt zu losenden linearen Gleichungssystems
nach dem in [4], Seite 58ff., beschriebenen Ver-
fahren fiir block-tridiagonale Matrizen.

§ 5. Ein konservatives ADI-Verfahren
fiir die Wirmeleitungsgleichung

Wir diskretisieren das Anfangsrandwertproblem
[(4.1), (4.2), (4.3)] nach der von Peaceman und
Rachford [14] dargestellten Methode der alternie-
renden Richtungen (Aufteilung des Zeitschritts
in Halbschritte der Gréfe 7/2, im ersten implizit in
z-Richtung, im zweiten implizit in y-Richtung, so
daBl bei jedem Zeitschritt nur tridiagonale lineare
Gleichungssysteme aufzul6sen sind. Also

1

= i o
oz Mtz = s0)
= Lauj ny172 + Lyuj,n + ZI ’
v 7/2
1 (5.1)
2 (uj, n+1 — Uz, n)
= Lzuj, ns1/2 + Lyuj, nt1 + Pi,n+1/2.
vj'r/2
mit
— tm+1/2 ~
grom= [ [[f@y t)dzdydt + gj,m
m  Zj
mit

oi.m=0, falls 0Z;N 0@ = leer ist,
andernfalls

tms1/2

om= [ [ @y t)dodt.

tm 0Z;NOG
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Hierbei ist m=n oder m=n+}. Mit L, bzw. L,
bezeichnen wir konsistente Diskretisierungen des
Anteils des ortlichen Differentialoperators in  bzw.
y-Richtung.
Fiir die Vektoren é,, der Energieklumpen erhalten
wir dann mit den zu § 3 analogen Bezeichnungen
n+1/2 — én = FuCMzC ena2
+ 1 puOMyC-1en + @n,
ény1 — Enr12 = S uCMC1éy11)2
3uCMyC-1én41 + Pniajz-

Es gilt hierbei M;+ My= M. Durch Elimination
von éy+1/2 bekommen wir

(1——’2‘—0M, 0—1) (I—%CM,, 0—1) -
p ) u ).
=(I+—2—0Mz0 1)(I+?CMyC 1>e,.
p 1
(5.1')

+ (1 —ton, 0—1) Fusire-

Ein noch etwas schnelleres Verfahren (nur ein-
malige Berechnung der Inhomogenitit pro Zeit-

schritt) bekommen wir, indem wir rechts den Aus-
druck

(1 +4-CMs 0—1) =
ﬂ -1|7
4+ {I— 2 CMz Ct | Pui1/2

durch én -+ $n+1/2 = q}n ersetzen. Wir diirfen dies
ohne Schaden fiir die Konsistenzordnung /42 4 7 tun.
Auflésung nach €41 gibt jetzt ein Schema der Ge-
stalt (3.3") mit

(5.2)

—_

I+ —’2ioMy 0—1>.

Dieses Verfahren entspricht der Modifikation des
ADI-Verfahrens nach Wirz [15], der allerdings Di-
richletsche Randbedingungen behandelt.

Man kann nun analog zum Vorgehen in § 4 zei-
gen, daB die Matrizen

I——%OM,C—l und 1—%01111,0—1

M -Matrizen sind, und analog zu den Uberlegungen
in § 3 folgt, daB die Bedingung

nCMz=o0 und nCMy=o (5.3)

notwendig und hinreichend fiir Konservativitit so-
wohl des Verfahrens (5.1°) als auch des durch Zu-
sammenziehung (in Analogie zu Wirz) der @-Terme
modifizierten Verfahrens ist. Als hinreichende Be-
dingung fiir die Nichtnegativititserhaltung ergibt sich
durch Inspektion der Matrizen

I+%CMIC—1 und 1+—’2‘-0M,,0—1

die Bedingung

pa <1. (5.4)

Wir verzichten auf Ausfiihrung der Beweise, ver-
merken lediglich, daB die Matrizen M, und M,
durch Spaltung von M in z- und y-Anteil entstehen
(man vergleiche hierzu [16]).

Bemerkung. Den allgemeineren Fall der Auf-
gabe [(2.1). (2.2), (2.3)] mit p =2 kann man analog
behandeln, wenn der Ortsoperator keine gemischten
Ableitungen enthéalt. An den entsprechenden Stellen
der Schemata sind dann noch die Koeffizienten y;
bzw. Matrizen I" oder I'-1 einzufiigen.

§ 6. Numerische Testrechnungen

Zur Uberpriifung und Illustration unserer Theo-
rie haben wir umfangreiche Testrechnungen durch-
gefiihrt, die meisten allerdings fiir den allgemeineren
Fall des §2 mit p=2, aber ohne gemischte Orts-
ableitungen. Es ergab sich dabei bis auf kleine
durch Rundung verursachte Fehler Erhaltung der
Energie, aullerdem Konvergenz in der Ordnung
h2 + 7 gegen die exakte Losung u, auBler in manchen
Fillen bei Zerlegungstyp 2 in den Eckpunkten. Da
wir die Einzelheiten der Konstruktion der Verfahren
nur fiir die zweidimensionalen Wérmeleitungsglei-
chung dargestellt haben, soll hier nur iiber diese



768

ausfiihrlicher berichtet werden, obwohl die Behand-
lung komplizierterer Probleme aussagekraftiger ist.

Bei jedem Zeitschritt 7 ist im impliziten Fall 6 >0
ein grofles (schwach besetztes) lineares Gleichungs-
system aufzulosen. Bei dem Verfahren des § 4 haben
wir das mit dem Eliminationsalgorithmus fiir block-
tridiagonale Matrizen ([4], Chapt. 2, Sect. 3.3) ge-
macht. Ist M N die Anzahl der Gitterpunkte in
[0, *] X [0, y*] (mit M fiir die z-Richtung, N fiir
die y-Richtung), so braucht man M2(N —1)-+
2MN + 3M Speicherplitze fiir die Links-Rechts-
Zerlegung der Matrix Q1=1—u0CMC-11"-1
(siehe (3.11), in unserem speziellen Fall ist I'=
I'-1= 1), was ziemliche Speicherprobleme aufwirft.
Dies begriindet teilweise den Vorteil der speicher-
platzsparenden ADI-Verfahren des § 5, die auBler-
dem pro Zeitschritt erheblich weniger Rechenzeit
erfordern; fiir die entsprechende Matrix @1 braucht
man dann nur 2 - 5/ N Speicherpliatze. Die besten
Eigenschaften beziiglich Nichtnegativitatserhaltung
hat allerdings das voll-implizite Verfahren (6=1)
des §4, da es keine Zeitschrittbeschriankung be-
notigt. Hingegen benotigt das ADI-Verfahren hier-
fiir leider die Beschrankung 7= uh? <h2/a wegen
(5.4), so dall der Vorteil der kiirzeren Rechenzeit
pro Zeitschritt nicht voll zur Geltung kommt. In
der Praxis wendet man oft das ADI-Verfahren ohne
die Beschrankung (5.4) an, im quadratischen Mittel
hat man dann bekanntlich immer noch Konvergenz,
bei rauhen Daten treten allerdings ziemlich grofle
Ungenauigkeiten ein, da die Glattungseigenschaften
der Warmeleitung dann diskret nicht gut genug
imitiert werden.

Wir haben einige Rechnungen durchgefiihrt auf
einer Maschine CDC 170-835 des Rechenzentrums
der FU Berlin, deren Wortlinge etwa 13 signifikan-
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ten Dezimalen entspricht, haben dabei aber nicht
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das Problem [(4.1), (4.2), (4.3)] mit

f = ’(/) = O’
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a=2,
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